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Pomocou hry Hex je dokázaná Brouwerova veta o pevnom bode pre dimenziu
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1.2 Hra v normálnom tvare . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
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Úvod
Hra. Slovo, s ktorým sa väčšina z nás stretáva odmalička, avšak v trochu inom
význame. Nie všetky (detské) hry sú hrami aj v matematickom pońımańı a na-
opak, nie všetky situácie, ktoré v matematike nazývame hrami, by sa tak dali
nazvat’ aj v skutočnom živote (napr. vojenský konflikt).
Začiatok modernej teórie hier súviśı s myšlienkou existencie rovnovážnych bo-
dov v zmiešaných stratégiách pri hre dvoch hráčov s nulovvým súčtom od Johna
von Neumanna. Dnes má svoje uplatnenie najmä v ekonómíı, politike, biológíı
a mnohých d’aľśıch oblastiach. Obrovský pŕınos teóríı hier sa pripisuje Johnovi
Nashovi, ktorý bol neskôr ocenený Nobelovou cenou za ekonómiu.
Ciel’om práce je zasvätit’ čitatel’a do základov teórie nekooperat́ıvnych hier 2
hráčov. Táto práca je rozdelená do viacerých kapitol. V prvej si vysvetĺıme a na
pŕıkladoch objasńıme niekol’ko základných pojmov, ktoré budeme d’alej použ́ıvat’.
Druhá kapitola je venovaná Nashovej vete, ktorú dokážeme pomocou Brouwero-
vej vety o pevnom bode. Obecnú Brouwerovu vetu dokazovat’ nebudeme, no pred-
stav́ıme si hru Hex, dokážeme tvrdenie o nej a na základe toho odvod́ıme platnost’
Brouwerovej vety o pevnom bode pre dimenziu 2. Ciel’om tretej kapitoly je pribĺıžit’
niekol’ko postupov na hl’adanie rovnovážnych stratégíı, o.i. aj vel’mi univerzálnu
a často použ́ıvanú simplexovú metódu. V predposlednej - štvrtej sa bližšie pozrie-
me na hru kameň, papier, nožnice a niekol’ko jej d’aľśıch verzíı a skúsime nájst’
rovnovážne stratégie za použitia simplexovej metódy.
Posledná kapitola je nematematická, v skratke si predstav́ıme život jedného z
najvýznamneǰśıch matematikov 20. storočia, Johna Nasha.
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1. Základné pojmy teórie hier
1.1 Rozhodovanie
Majme množinu možných rozhodnut́ı (alternat́ıv). Výber jedného prvku z tejto
množiny nazývame rozhodovanie. Subjekt, ktorý tento výber vykonáva a teda je
účastńıkom rozhodovacej situácie, sa nazýva rozhodovatel’.
Ak sa rozhoduje so zamerańım na určitý ciel’, pričom k jeho dosiahnutiu
použ́ıva všetky objekt́ıvne dostupné informácie o dôsledkoch jednotlivých vo-
lieb, hovoŕıme o racionálnom (inteligentnom) rozhodovatel’ovi. Ak je l’ahostajný
k dôsledkom rozhodnut́ı, nazývame ho neracionálny.
Rozhodovacie situácie môžeme rozdelit’ podl’a počtu kritéríı na monokrite-
riálne a viackriteriálne. Taktiež sa dajú rozdelit’ podl’a počtu racionálnych roz-
hodovatel’ov. Matematický model situácie, ktorej výsledok je ovplyvnený aspoň
dvomi racionálnymi účastńıkmi, nazývame hra. V tejto práci sa budeme zame-
riavat’ práve na tento typ rozhodovaćıch situácíı, špeciálne potom na hry s 2
účastńıkmi (hráčmi).
1.2 Hra v normálnom tvare
Defińıcia. Nech Q je neprázdna konečná množina s prvkami 1, 2, ..., n. Majme
d’alej n množ́ın S1, S2, ..., Sn a n reálnych funkcíı, ktoré sú definované na karte-
ziánskom súčine S1 × S2 × ... × Sn. Hrou n hráčov v normálnom tvare budeme
rozumiet’ usporiadanú (2n+ 1)-ticu {Q;S1, ..., Sn;u1(s1, ..., sn), ..., un(s1, ..., sn)}.
Množinu Q nazveme množinou hráčov, množinu Si nazveme priestorom stratégíı
hráča i, prvok si ∈ Si nazveme stratégiou hráča i a funkcia ui(s1, ...sn) bude jeho
výplatnou funkciou.
Špeciálnym pŕıpadom sú tzv. konečné hry, teda hry, v ktorých sú priestory
stratégíı jednotlivých hráčov konečnými množinami.
Dôležitým pojmom je aj tzv. rovnovážny bod. Pôjde o takú kombináciu stratégíı
jednotlivých hráčov, pri ktorej nebude mat’ žiaden z nich dôvod zvolit’ inú, pretože
by neźıskal viac. Formálne:
Defińıcia. Rovnovážnym bodom hry nazveme n-ticu stratégíı s∗ = (s∗1, ..., s
∗
n),









n) ≤ ui(s∗1, ..., s∗i−1, s∗i , s∗i+1, ..., s∗n)
Stratégia s∗i sa nazýva rovnovážna stratégia hráča i.
Táto defińıcia je zároveň poslednou obecnou defińıciou. Až do konca práce budeme
hrou nazývat’ konečnú hru 2 hráčov.
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1.3 Hry dvoch hráčov
Existuje v každej konečnej hre 2 hráčov dvojica stratégíı, ktorá je rovnovážnym
bodom? A je určená jednoznačne?
Pŕıklad 1. Uvažujme hru 2 hráčov, pri ktorej má každý z nich na výber dve
stratégie. V tabul’ke sú zachytené výplatné funkcie hráčov pre jednotlivé stratégie,




s1 (2, 0) (2,−1)
s2 (1, 1) (3,−2)
Vid́ıme, že bod (s1, t1), ktorému zodpovedajú hodnoty výplatných funkcíı (2, 0) je
rovnovážny, pretože ani pre jedného hráča nie je výhodné jednostranne sa z neho
vychýlit’. Nasledujúca tabul’ka ukazuje, že žiaden d’aľśı bod v nej túto vlastnost’




s1 (2, 0) ← (2,−1)
↑ ↓





s1 (0, 1) → (5, 4)
↓ ↑
s2 (3, 2) ← (−2,−1)
V zmysle predošlej defińıcie sú v tejto hre 2 rovnovážne body a to (s1, t2) a (s2, t1).
Pŕıklad 3. Nasledujúca tabul’ka znázorňuje hru, v ktorej nie je žiaden bod rov-





s1 (1,−1) → (−1, 1)
↑ ↓
s2 (−1, 1) ← (1,−1)
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Prvé dva pŕıklady znázorňujú tzv. neantagonistické konflikty. Tret́ı naopak
znázorňuje antagonistický konflikt, teda konflikt pri ktorom sú záujmy hráčov
protichodné. Hráč môže źıskat’ len na úkor druhého. Tieto konflikty sú popiso-
vané hrami s konštantným súčtom (výplatných funkcíı) a vedú k zavedeniu nasle-
dujúceho pojmu. (Defińıcia je uvedená pre konečnú hru 2 hráčov)
Defińıcia. Majme konečnú hru 2 hráčov v normálnom tvare. Počet prvkov pries-
toru stratégíı hráča 1 označme m, počet prvkov stratégíı hráča 2 označ́ıme n.
Zmiešanou stratégiou hráča 1 budeme rozumiet’ vektor pravdepodobnost́ı
p = (p1, p2, ..., pm), taký, že




Zmiešanou stratégiou hráča 2 bude vektor pravdepodobnost́ı
q = (q1, q2, ..., qn)




Stratégie z priestoru stratégíı nazývame rýdze stratégie. Zmiešaná stratégia
je teda vektor pravdepodobnost́ı, ktorý hráčovi udáva pravdepodobnost’, s akou
zvoĺı každú zo svojich rýdzych stratégíı.
Konečnú hru dvoch hráčov v normálnom tvare, ktorá je zadaná maticou dvoj́ıc
výplatných funkcíı, budeme nazývat’ dvojmaticovou hrou.
Defińıcia. Pri dvojmaticovej hre (u1(s1, t1), u2(s1, t1)) · · ·... . . .
(u1(sm, tn), u2(sm, tn))















Zavedeńım zmiešaných stratégíı sme konečným hrám zaručili vel’mi významnú




K Nashovej vete a jej dôkazu sa dostaneme až na konci tejto kapitoly. Významnú
úlohu v samotnom dôkaze zohráva Brouwerova veta o pevnom bode.
Veta (Brouwerova o pevnom bode). Nech f : K → K je spojité zobraze-
nie, K je kompaktná konvexná množina. Potom existuje x ∈ K taký, že f(x) = x.
Obecný pŕıpad dokazovat’ nebudeme. Pre dimenziu 2 sa dá platnost’ tvrdenia
ukázat’ pomocou Vety o hre Hex.
2.1 Hra Hex
Hru vymyslel počiatkom 40. rokov dánsky matematik Piet Hein. O pár rokov ne-
skôr ju medzi študentami matematiky na Princetone spopularizoval práve John
Nash. Pravidlá sú pomerne jednoduché. Ide o hru 2 hráčov, ktorá sa hrá na hra-
com poli tvorenom šest’uholńıkmi usporiadanými do kosoštvorca, pričom ich počet
sa môže ĺı̌sit’, najčasteǰsie je to 11 × 11. Dve protil’ahlé steny pol’a sú označené
symbolmi X1, X2 a zvyšné dve symbolmi O1, O2. (Niekedy sa namiesto symbo-
lov použ́ıvajú rôzne farby, v našom pŕıpade ale bude výhodné použ́ıvat’ symbo-
ly). Každý hráč použ́ıva jeden zo symbolov x/o. Ťah hráča spoč́ıva v označeńı
jedného neoznačeného poĺıčka svojim symbolom. Hráči sa striedajú po jednot-
livých t’ahoch a ich ciel’om je vytvorit’ neprerušenú ret’az svojich symbolov, ktorou
spoja pŕıslušné dve steny hracieho pol’a.
2.2 Veta o hre Hex
Lemma. Konečný graf, ktorého vrcholy sú stupňa nanajvýš dva, je zjednoteńım




Dôkaz. Postupujme indukciou podl’a počtu hrán v grafe. Uvažujme graf G s N
vrcholmi. Každý z nich má stupeň nanajvýš 2, takže graf G má maximálne N
hrán. Symbolom Gk budeme značit’ graf s k hranami.
V prvom kroku si uvedomı́me, že graf G0 obsahuje samé izolované vrcholy.
Vezmime graf Gn+1, z ktorého odoberieme l’ubovol’nú hranu (u, v). Vrcholy u a v
majú teraz stupeň maximálne 1, takže určite neležia na žiadnej kružnici. Podl’a
indukčného predpokladu je Gn zjednoteńım disjunktných izolovaných vrcholov,
kružńıc a ciest. Pridajme naspät’ hranu (u, v). Podgrafy, ktoré boli disjunktné s
u a v v Gn sa nezmenili a u a v ležia teraz na ceste alebo na kružnici a teda aj
Gn+1 je zjednoteńım disjunktných izolovaných vrcholov, kružńıc a ciest. Lemma
teda plat́ı pre všetky Gk, kde 0 ≤ k ≤ N .
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Obr. 2.1: Priebeh jednej hry
Na hracie pole môžeme tiež nazerat’ ako na graf G = (V,E). Všetky vrcholy
šest’uholńıkových poĺıčok budú tvorit’ vrcholy grafu a hrany šest’uholńıkov budú
tvorit’ množinu hrán E. Ku grafu pridáme ešte 4 vrcholy, každý z nich bude
spojený hranou s jedným rohom hracieho pol’a. Označ́ıme ich u1, u2, u3 a u4 a
pŕıslušné hrany, ktoré ich spájajú s hraćım pol’om označ́ıme e1, e2, e3 a e4.
Na dokázanie Vety o hre Hex stač́ı ukázat’, že dva z vrcholov u1, u2, u3 a u4 sú
spojené cestou. Šest’uholńıkové poĺıčka lemované touto cestou budú tvorit’ práve
v́ıt’aznú ret’az poĺıčok jedného z hráčov.
Veta (o hre Hex). Hra Hex nemôže skončit’ remı́zou. Inými slovami, ak sú
všetky poĺıčka hracieho plánu označené x alebo o, potom existuje cesta symbolov
x spájajúcich X1 a X2 alebo cesta symbolov o spájajúcich O1 a O2.
Dôkaz. Za X-ovú čast’ pol’a budeme považovat’ poĺıčka, na ktorých je x a oblasti
X1 a X2. Obdobne zadefinujeme O-čkovú čast’.
Skonštruujeme podgraf G′ = (V,E ′), ktorý bude obsahovat’ všetky vrcholy grafu
G, ale len podmnožinu jeho hrán. Hrana bude patrit’ do množiny E ′ len v pŕıpade,
že lež́ı medzi čast’ami X a O. Vrcholy u1, u2, u3 a u4 majú stupeň 1. Všetky ostatné
vrcholy ležia na hranici troch poĺıčok. (Za poĺıčko v tomto pŕıpade považujeme aj
oblasti X1, X2, O1, O2). Ak sú všetky poĺıčka okolo vrcholu označené rovnakým
symbolom, daný vrchol má stupeň 0. Ak sú dve z nich označené jedným a posledné
iným symbolom, má vrchol stupeň 2. Na Obr. 2.2 máme znázornený jeden priebeh
hry a vyznačené hrany pografu G′.
Graf G′ sṕlňa predpoklady Lemmy a je teda zjednoteńım navzájom disjunkt-
ných izolovaných vrcholov, kružńıc a ciest. Každý z vrcholov u1, u2, u3 a u4 je
teda koncom nejakej cesty. Ked’že vieme, že jednotlivé podgrafy sú navzájom
disjunktné, musia nutne existovat’ 2 cesty, pričom každá z nich spája dva vrcholy
z u1, u2, u3 a u4. A hoci v́ıt’az záviśı na orientácíı ciest, ukázali sme, že hra nikdy
neskonč́ı remı́zou.
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Obr. 2.2: Vyznačené hrany podgrafu G′
Dôsledok. Existuje v́ıt’azná stratégia pre prvého hráča.
Dôkaz. Ide o tvrdenie založené na jednoduchom argumente prisvojenia stratégie.
Najprv si uvedomme, že ak má hráč dopredu označené nejaké náhodné poĺıčko
v hracom pláne svojim symbolom, nemôže mu to uškodit’. Ak je dané poĺıčko
súčast’ou jeho v́ıt’aznej stratégie, v okamihu, ked’ by ho chcel označit’, môže hned’
označit’ d’aľsie. Ak nie je súčast’ou jeho stratégie, nevad́ı mu, že už je obsadené.
Podl’a Vety o hre Hex vždy existuje v́ıt’azná stratégia. Pre spor predpokladaj-
me, že existuje pre 2. hráča. Prvý hráč môže umiestnit’ svoj znak náhodne a tým sa
dostane do poźıcie 2. hráča, teda d’alej bude postupovat’ podl’a v́ıt’aznej stratégie
2. hráča. Ked’že prvý t’ah mu neubĺıžil, použ́ıvańım v́ıt’aznej stratégie druhého
hráča sme našli v́ıt’aznú stratégiu pre prvého hráča, čo je hl’adaný spor.
Predošlé tvrdenie nám o v́ıt’aznej stratégíı prvého hráča okrem jej existencie
neprezrádza nič. Pre najčasteǰsie použ́ıvané pole 11× 11 je dodnes neobjavená.
2.3 Ekvivalencia Vety o hre Hex a Brouwerovej
vety o pevnom bode
Zmeńıme reprezentáciu hracieho pol’a hry Hex. Body Z2 tvoria mriežku v R2. Pre
x 6= y ∈ R2: |x − y| = max
i=1,2
(xi − yi). x < y, ak xi ≤ yi, i = 1, 2. Body x a y
nazveme porovnatel’nými, ak x < y alebo x > y. Hracie pole vel’kosti k bude graf
Bk, ktorého vrcholy sú všetky z ∈ Z2 také, že (1, 1) ≤ z ≤ (k, k). Dva vrcholy
z, z′ budeme nazývat’ pril’ahlé, pokial’ |z − z′| = 1 a z a z′ sú porovnatel’né. Dve
podmnožiny A,B množiny vrcholov sa dotýkajú, ak existujú vrcholy a ∈ A a
b ∈ B, ktoré sú pril’ahlé.
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Obr. 2.3: Hraćı plán Hex 6× 6
Na Obr. 2.3 je znázornené pole Hex o vel’kosti 6 × 6. Okrajové hrany sme
pomenovali horná (H ), dolná (D), l’avá (L’), pravá (P). Hráčov budeme označovat’
vodorovný (V ) a zvislý (Z ). Novej reprezentácíı je prispôsobená aj formulácia
Vety o hre Hex :
Veta (o hre Hex). Nech je množina Bk pokrytá dvomi množinami V a Z. Potom
bud’ V obsahuje spojnicu L’ a P , alebo Z obsahuje spojnicu H a D.
Veta (Brouwerova o pevnom bode pre dimenziu 2). Nech f je spojité zo-
brazenie z jednotkového štvorca I2 do seba samého. Potom existuje x ∈ I2 taký,
že f(x) = x.
Dokážeme dve implikácie:
Veta o hre Hex ⇒ Brouwerova veta o pevnom bode.
Dôkaz. Nech f : I2 → I2 je dané ako f(x) = (f1(x), f2(x)). Množina I2 je
kompaktná, preto postač́ı ukázat’, že pre l’ubovol’né ε > 0 existuje x ∈ I2 také, že
|x−f(x)| < ε. Kompaktnost’ I2 taktiež implikuje, že f je rovnomerne spojité, teda
pre každé ε > 0 existuje δ > 0 také, že ak |x− x′| < δ, potom |f(x)− f(x′)| < ε.
Bez ujmy na obecnosti môžeme zvolit’ δ < ε.
Uvažujme hracie pole Bk dostatočne vel’ké, aby
1
k
< δ. Zadefinujeme 4 podm-
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nožiny V +, V −, Z+, Z− nasledovne:
























Našim ciel’om bude dokázat’, že tieto 4 množiny nepokrývajú celú množinu
Bk. Nepokryté body budú práve žiadané pevné body. (Ak bod z nelež́ı v žiadnej





Množiny V + a V − a tiež Z+ a Z− sú disjunktné, kl’́učové však bude pozoro-
vanie, že sa dokonca ani nedotýkajú.























































) > ε (2.3)











(2.3) je v rozpore s našou vol’bou δ a V +, V − sa teda nemôžu dotýkat’. Obdobne
Z+ a Z−.
Položme V = V + ∪ V −, Z = Z+ ∪ Z−. Predpokladajme, že Q je množina
spojených vrcholov ležiaca vo V . Potom Q lež́ı celá bud’ vo V + alebo V −, pretože
tieto sa navzájom nedotýkajú. Uvedomme si, že V + nesiaha až k pravej časti,
pretože f zobrazuje I2 do seba samého. Pre všetky z ∈ I2 plat́ı f( z
k
) ≤ 1, takže
f( z
k
) − 1 ≤ 0 < ε. Obdobne V − nesiaha k l’avej hrane, takže Q nemôže spájat’
L’ a P . Rovnako dospejeme k tvrdeniu, že ani Z neobsahuje množinu spojených
vrcholov siahajúcu od H k D. Použit́ım Vety o hre Hex dostávame, že Bk tým
pádom nemôže byt’ celá pokrytá množinami Z a V . Nepokryté body sú práve
pevné body.
Pred samotným dôkazom opačnej implikácie si uvedomme, že l’ubovol’ný bod
štvorca I2k (štvorec s rozmermi k × k) sa dá jednoznačne vyjadrit’ ako konvexná
kombinácia nanajvýš troch vrcholov v Bk. Ďalej si všimnime, že l’ubovol’né zo-
brazenie f z Bk do R2 vieme rozš́ırit’ na spojité simpliciálne zobrazenie f̂ , čo
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znamená, že ak x = λ1z
1 + λ2z
2 + λ3z
3, kde λi > 0 a
∑3





Lemma. Nech z1, z2, z3 sú vrcholy l’ubovol’ného trojuholńıku v R2. ρ nech je
zobrazenie dané ρ(zi) = zi + vi, kde v1, v2, v3 sú dané vektory a ρ̂ nech je jeho
simplicálne rozš́ırenie. Potom ρ̂ má pevný bod vtedy a len vtedy, ak 0 lež́ı v
konvexnom obale v1, v2, v3.





1 + v1) + λ2(z

















Brouwerova veta o pevnom bode ⇒ Veta o hre Hex.
Dôkaz. Predpokladajme, že Bk je rozdelená na 2 množiny V a Z. V-cestou (Z-
cestou) budeme rozumiet’ cestu vo V (Z). Zadefinujeme štyri podmnožiny Bk
nasledovne: L̂’ nech sú vrcholy spojené s L’ pomocou V − cesty a P̂ = V \ L̂’. D̂
sú vrcholy spojené s D Z − cestou a Ĥ = Z \ D̂. Množiny L̂’ a P̂ sa nedotýkajú
a rovnako ani D̂ a Ĥ. Budeme predpokladat’, že neexistuje V − cesta z L’ do P a
ani Z − cesta z D do H a dôjdeme k sporu.




z + e1 z ∈ L̂’
z − e1 z ∈ P̂
z + e2 z ∈ D̂
z − e2 z ∈ Ĥ
Nie je t’ažké nahliadnut’, že v každom zo štyroch pŕıpadov bude f(z) opät’
patrit’ do Bk. Jediná možnost’, ako by napŕıklad z + e
1 mohlo vypadnút’ z Bk by
bola, keby z ∈ L̂’ ležalo na P . My sme ale predpokladali, že neexistuje V − cesta
z L’ do P , takže L̂’ nemôže siahat’ až k P . Ked’že L̂’ a P̂ sa nedotýkajú, z−e1 patŕı
do Bk pre všetky z ∈ P̂ .
Zamerajme sa teraz na f̂ , ktoré je simpliciálnym rozš́ıreńım f na I2k . f̂ je
spojité. Nedotýkanie sa L̂’ a P̂ implikuje, že zobrazenie f posunie akýkol’vek tro-
juholńık s vrcholmi vzájomne pril’ahlými výhradne len o e1 alebo −e1, nikdy nie
oboje. Nedotýkanie sa D̂ a Ĥ implikuje posunutie výhradne jedným smerom aj
v druhej súradnici. f posúva tri vrcholy pomocou dvoch vektorov, ktoré ležia v
jednom kvadrante R2 a teda nie je ich konvexnou kombináciou možné dostat’ 0.
Podl’a lemmy je f̂ spojité zobrazenie na I2k bez pevného bodu, čo je spor s Brou-
werovou vetou o pevnom bode. Platnost’ Brouwerovej vety o pevnom bode teda
nutne implikuje platnost’ Vety o hre Hex.
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Konečne môžme pristúpit’ k hlavnému tvrdeniu teórie hier:
Veta (Nashova). V zmiešaných stratégiách má každá konečná hra aspoň jeden
rovnovážny bod.
Dôkaz. Pre dvojicu zmiešaných stratégíı (p, q), kde p = (p1, ...pm) a q = (q1, ..., qn)
polož́ıme
p∗i =




, ci(p, q) = max{O1(si, q)−O1(p, q), 0} i = 1, ...,m
q∗j =




, dj(p, q) = max{O2(p, tj)−O2(p, q), 0} j = 1, ..., n
0 ≤ pi ≤ 1, 0 ≤ ci(p, q)⇒ ci(p, q) ≤
m∑
k=1
ck(p, q)⇒ 0 ≤ p∗i ≤ 1 ∀i
0 ≤ qj ≤ 1, 0 ≤ dj(p, q)⇒ dj(p, q) ≤
n∑
l=1

















Nazveme p∗ = (p∗1, ..., p
∗
m) a q
∗ = (q∗1, ..., q
∗
n). Máme teda zobrazenie
π : [0, 1]m × [0, 1]n → [0, 1]m × [0, 1]n
π(p, q) = (p∗, q∗)
Dokážeme nasledujúcu ekvivalenciu:
(p, q) je rovnovážny bod ⇔ π(p, q) = (p, q) ((p, q) je pevný bod zobrazenia π).
”
⇒” Z defińıcie rovnovážneho bodu vyplýva
∀i ci(p, q) = 0⇒ p = p∗
∀j dj(p, q) = 0⇒ q = q∗
”
⇐” (p, q) je pevný bod zobrazenia π.
















Predpokladajme, že pre každé i pre ktoré pi > 0 plat́ı ci(p, q) > 0, teda














piO1(si, q) > O1(p, q)
Dospeli sme ku sporu. Muśı teda existovat’ aspoň jedno i, pre ktoré pi > 0 a










ck(p, q) = 0
ck(p, q) sú nezáporné, takže nutne ck(p, q) = 0 pre všetky k.
∀k : O1(sk, q) ≤ O1(p, q)⇒ p je rovnovážna stratégia.
Obdobne dostaneme, že q je rovnovážna stratégia.
Existencia pevného bodu plynie z Brouwerovej vety o pevnom bode.
Dôkaz nie je konštrukčný, nedáva nám teda návod, ako môžeme rovnovážne
body nájst’.
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3. Nashove rovnovážne body a
ich hl’adanie
Z predošlej kapitoly vieme, že pri konečnej hre 2 hráčov existuje v zmiešaných
stratégiách aspoň jeden rovnovážny bod.
3.1 Dominované stratégie






 ( 2, 0) (−3, 2) ( 0, 1)( 2, 2) ( 1, 2) (−3, 2)
( 3,−5) ( 2,−3) ( 0, 3)

Všimnime si, že ak by hráč 1 zvolil stratégiu s1, pri vol’be stratégíı t1, t2, t3
hráčom 2 by boli hodnoty jeho výplatnej funkcie porade 2,-3,0. Ak by však zvolil
s3, źıskal by 3,2,0. Bez ohl’adu na to, akú stratégiu zvoĺı hráč 2, je pre hráča 1
nevýhodné volit’ s1.
Defińıcia. Stratégia si ∈ S hráča 1 je dominovaná stratégiou sj ∈ S, pokial’
∀t ∈ T (T je priestor stratégíı hráča 2) plat́ı
u1(si, t) ≤ u1(sj, t) ∧ ∃t ∈ T : u1(si, t) < u1(sj, t)
V pŕıklade je teda stratégia s1 dominovaná stratégiou s3. Stratégia t1 je domino-














( 1, 2) (−3, 2)
( 2,−3) ( 0, 3)
)
Ďalej vid́ıme, že s2′ je dominovaná s
′
3 a rovnako t
′
2 je dominovaná t
′
3.




3), ktorý je rovnovážnym bodom v redukovanej
dvojmatici a teda v pôvodnej dvojmatici je rovnovážnym bodom (s3, t3).
Postupnou elimináciou dominovaných stratégíı sa vieme dopracovat’ k rov-
novážnemu bodu alebo k jednoduchšej dvojmatici.
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3.2 Najlepšie odpovede
Defińıcia. Nech hráč č́ıslo 2 zvoĺı stratégiu t. Množinu stratégíı hráča 1, pri
ktorých je hodnota jeho výplatnej funkcie najvyššia, nazveme najlepšou odpo-
ved’ou hráča 1 na stratégiu t. Označ́ıme N odp1 (t).
N odp1 (t) = {s ∈ S, u1(s, t) ≥ u1(s∗, t) ∀s∗ ∈ S}
Obdobne definujeme N odp2 (s).




Pozrime sa znovu na Pŕıklad 4 a vyṕı̌sme najlepšie odpovede na jednotlivé
stratégie.
N odp1 (t1) = {s3} N
odp
2 (s1) = {t2}
N odp1 (t2) = {s3} N
odp
2 (s2) = {t1, t2, t3}
N odp1 (t3) = {s1, s3} N
odp
2 (s3) = {t3}
Vid́ıme, že jedinou dvojicou stratégíı, ktoré sú vzájomne najlepš́ımi odpoved’ami
je (s3, t3).
Pojem najlepšej odpovede má zmysel aj pri zmiešaných stratégiách, miesto
výplatnej funkcie budeme požadovat’ maximalitu očakávaných výhier hráčov.
3.3 Indiferentnost’ medzi rýdzymi stratégiami
Nech hráč 1 zvoĺı zmiešanú stratégiu s∗. Najlepšou odpoved’ou hráča 2 na s∗
je nejaká zmiešaná stratégia t∗ = (q1, ..., qn). Vektor t
∗ nutne obsahuje nejaké
nenulové zložky. Ich poźıcie udávajú rýdze stratégie, medzi ktorými sa rozhoduje a
ich vel’kost’ udáva pravdepodobnost’ s akou sa k tej-ktorej rýdzej stratégíı priklońı.
Uvedomme si, že každá rýdza stratégia, ktorú hráč 2 zvažuje, muśı byt’ sama
o sebe najlepšou odpoved’ou spomedzi všetkých rýdzych stratégíı. Ak by bola
očakávaná výhra pre nejakú rýdzu stratégiu menšia než pre inú, hráč by nemal






( 1,−1) (−1, 1)
(−1, 1) ( 1,−1)
)
Vieme, že v tejto hre neexistuje rovnovážny bod v rýdzych stratégiách. Hráč 1
môže využit’ fakt, že jeho zmiešaná stratégia (p, 1 − p) bude rovnovážnou vtedy,
ak bude hráč 2 indiferentný medzi svojimi rýdzymi stratégiami, teda ak budú jeho
očakávané výhry v oboch pŕıpadoch rovnaké.
−p+ (1− p) = p− (1− p)⇒ p = 1
2
Rovnako hráč 2 dostane q = 1
2











Obr. 3.1: Sedlový prvok v Pŕıklade 5
Problémom tohto postupu je, že pri väčšom počte rýdzych stratégíı nevieme
dopredu povedat’, ktoré zložky rovnovážnej zmiešanej stratégie budú nenulové a
teda môžeme dostat’ sústavu rovńıc, ktorá nemá riešenie.
Antagonistické konflikty
Hry 2 hráčov s konečnými priestormi rýdzych stratégíı môžu byt’ pri antago-
nistických konfliktoch zadané maticou výplatnej funkcie len jedného z hráčov
(prvého).
Rovnovážnym (sedlovým) bodom v rýdzych stratégiách je ten prvok matice,
ktorý je najväčš́ı v st́lpci a zároveň najmenš́ı v riadku. Ako už vieme, nie vždy
existuje, preto sme zaviedli zmiešané stratégie. Prečo sa rovnovážny bod nazýva
sedlový ozrejmuje Obr. 3.1, na ktorom je zachytená hodnota očakávanej výhry v




) je sedlovým bodom danej hry.
Ak budeme na zložky zmiešaných stratégíı nazerat’ ako na premenné, hl’adanie
rovnovážnej stratégie pri antagonistickom konflikte bude ekvivalentné úlohe li-
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neárneho programovania. Najznámeǰsou efekt́ıvnou metódou na riešenie úloh toh-
to typu je tzv. simplexová metóda. Pri jej opise vychádzame z [1].
3.4 Simplexová metóda
xT = (x1, ..., xn)







A je matica m× n, bT = (b1, ..., bm)
Úlohu uprav́ıme pridańım nových premenných, aby sa z nerovnost́ı
Ax ≤ b stali rovnice. Hodnota výplatnej funkcie bude taktiež nová premenná
x0, pri ktorej, na rozdiel od ostatných, nepožadujeme nezápornost’. Dostávame:
a11x1 + ... + a1nxn + xn+1 = b1
a21x1 + ... + a2nxn + xn+2 = b2
...
am1x1 + ... + amnxn + xn+m = bm
x0 − c1x1 − ... − cnxn = 0
x1 ≥ 0, ..., xm ≥ 0
Hl’adáme také riešenie sústavy, pri ktorom je x0 maximálne a x1, ..., xn+m
sú nezáporné. Použijeme modifikovanú Gauss-Jordanovu eliminačnú metódu pre
sústavu lineárnych rovńıc. Jedno riešenie je zrejmé a to x1 = 0, ..., xn = 0. Nie
je však optimálne, preto muśıme iterovat’. Kl’́učový prvok pri eliminácíı muśıme
volit’ nasledovne:
Najprv zvoĺıme kl’́učový st́lpec. Vyberieme ten, v ktorom lež́ı najmenš́ı záporný
koeficient v poslednej rovnici. Premenná, ktorej kl’́učový st́lpec zodpovedá je mo-
mentálne rovná 0. Po uskutočneńı iteračného kroku bude kladná a teda výber
st́lpca na základe oṕısaného kritéria zaruč́ı najväčš́ı pŕırastok hodnoty x0 na jed-
notku pŕırastku novo vyeliminovanej premennej. (Prvý st́lpec nikdy nevyberáme.)
Ked’ už máme kl’́učový st́lpec, vydeĺıme pravé strany obmedzeńı kladnými prv-
kami kl’́učového st́lpca a za kl’́učový riadok vyberieme ten, ktorému prislúcha
najmenš́ı podiel. Posledný riadok ńım nemôže byt’. Touto vol’bou kl’́učového riad-
ku zabezpečujeme, že sa na pravých stranách sústavy nikdy neobjav́ı záporné
č́ıslo a teda aj v nasledujúcom kroku dostaneme riešenie vyhovujúce podmienke
nezápornosti premenných. Kl’́učový prvok lež́ı na priešečńıku kl’́učového st́lpca a
kl’́učového riadku. Úpravami źıskame na mieste kl’́učového prvku 1 a nad aj pod
ńım nuly. V tejto transformovanej sústave sa medzi vyeliminované premenné za-
radila niektorá z premenných x1, ..., xn. Rovnaký postup budeme aplikovat’ aj na
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’novú’ sústavu a opakovat’ ho budeme, pokial’ budú v poslednej rovnici nejaké
záporné koeficienty. Ak už žiadne záporné koeficienty nie sú, za nevyelimino-
vané premenné dosad́ıme 0 a hodnoty vyeliminovaných premenných (vrátane x0)
preč́ıtame na pravých stranách.
Výpočty sa väčšinou usporiadavajú do tabuliek kvôli prehl’adnosti.
Použitie simplexovej metódy budeme ilustrovat’ na pŕıklade v nasledujúcej ka-
pitole.
Neantagonistické konflikty
Časteǰsie než antagonostické konflikty su konflikty neantagonistické. Pri hrách s
konštantným súčtom sme mohli hovorit’ o optimálnych stratégiách. Ak sa hráč
odchýlil a zvolil si pre seba menej výhodnú stratégiu, automaticky tým pomohol
súperovi. Pri hrách s nekonštantným súčtom sa ale môže stat’, že hráč poškodeńım
seba dosiahne výrazneǰsie poškodenie súpera, čo môže byt’ niekedy výhodneǰsie,
než použ́ıvat’ rovnovážnu stratégiu.
Ak sa hráči nemôžu dohodnút’ na spoločnom postupe, hovoŕıme o tzv. neko-
operat́ıvnej teóríı, opačný pŕıpad je kooperat́ıvna teória.
Hry môžu mat’ viacero rovnovážnych bodov, Pŕıklad 2 demonštroval hru s dvomi.(
( 0, 1) ( 5, 4)
( 3, 2) ( −2,−1)
)
Je zrejmé, že bod (s1, t2) je pre oboch hráčov výhodneǰśı než (s2, t1).
Defińıcia. Nech (s∗, t∗) je rovnovážny bod. Pokial’
u1(s















), hovoŕıme, že bod (s∗, t∗) je dominujúci.
Pozmeňme trošku maticu:
Pŕıklad 6. (
(−2,−1) ( 5, 4)
( 5, 4) (−2,−1)
)
(s1, t2) aj (s2, t1) sú dominujúce rovnovážne body. Ak ale hráči nebudú mat’
možnost’ dohodnút’ sa, môže sa stat’, že zvolia (s1, t1) alebo (s2, t2), čo by bolo pre
oboch vel’mi nevýhodné.
Defińıcia. Nech (s(i), t(i)), i ∈ I sú rovnovážne body. Nazveme ich zámennými,
pokial’ je (u1(s(j), t(k)), u2(s(j), t(k))) pre všetky j, k ∈ I rovnaká.
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Defińıcia. Dominujúce rovnovážne body, ktoré sú navzájom zámenné, nazývame
optimálnymi rovnovážnymi bodmi.
Hl’adaniu rovnovážnych bodov v neantagonistických konfliktoch sa v tejto
práci venovat’ nebudeme.
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4. Hry s kameňom, papierom a
nožnicami
Hru Kameň, papier, nožnice poznajú zrejme všetci a už odmalička ju použ́ıvajú
na rýchle rozhodnutie nejakého konfliktu. Stač́ı napoč́ıtat’ do troch, ukázat’ jeden
zo symbolov a máme výsledok. V tejto kapitole rozoberieme niekol’ko rôznych
verzíı (foriem) a pokúsime sa určit’ rovnovážne stratégie.
Kameň, papier, nožnice
Začneme najzákladneǰsou verziou hry. Každý hráč zvoĺı jeden z troch objektov
(kameň, papier, nožnice), naraz si ich navzájom ukážu a na základe prinćıpu
kameň tuṕı nožnice, nožnice prestrihnú papier, papier obaĺı kameň sa urč́ı v́ıt’az.
Pre zjednodušenie budeme predpokladat’, že v pŕıpade, že ukážu rovnaký symbol





 0 −1 11 0 −1
−1 1 0

Vid́ıme, že matica nemá sedlový prvok. Muśıme teda vziat’ do úvahy zmiešané
stratégie a rovnovážny bod urč́ıme pomocou simplexovej metódy. Kvôli výpočtu
budeme potrebovat’ maticu s kladnými prvkami, využijeme preto
Tvrdenie. Rovnovážna stratégia zmiešaného rozš́ırenia maticovej hry sa ne-
zmeńı, ak ku každému prvku matice hry pripoč́ıtame to isté nenulové č́ıslo c.





 2 1 33 2 1
1 3 2
 = A
Cenu hry pre rovnovážne zmiešané stratégie p = (p1, p2, p3) a q = (q1, q2, q3)





p = (p1, p2, p3) bude rovnovážnou stratégiou hráča 1 a v bude cena hry, pokial’
pre každú zmiešanú stratégiu q plat́ı pTAq ≥ v, čo je ekvivalentné
2p1 + 3p2 + 1p3 ≥ v (q = (1, 0, 0))
1p1 + 2p2 + 3p3 ≥ v (q = (0, 1, 0))
3p1 + 1p2 + 2p3 ≥ v (q = (0, 0, 1))
(4.1)
a zároveň
p1 + p2 + p3 = 1, p1, p2, p3 ≥ 0
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Obdobne pre q a l’ubovol’nú zmiešanú stratégiu p: pTAq ≤ v:
2q1 + 1q2 + 3q3 ≤ v (p = (1, 0, 0))
3q1 + 2q2 + 1q3 ≤ v (p = (0, 1, 0))
1q1 + 3q2 + 2q3 ≤ v (p = (0, 0, 1))
(4.2)
a zároveň
q1 + q2 + q3 = 1, q1, q2, q3 ≥ 0






. (3.1) a (3.2) môžeme
preṕısat’ nasledovne:
2x1 + 3x2 + 1x3 ≥ 1
1x1 + 2x2 + 3x3 ≥ 1
3x1 + 1x2 + 2x3 ≥ 1
(4.3)
2y1 + 1y2 + 3y3 ≤ 1
3y1 + 2y2 + 1y3 ≤ 1
1y1 + 3y2 + 2y3 ≤ 1
(4.4)
Na (4.3) môžeme nazerat’ ako na obmedzenia úlohy lineárneho programovania
s výplatnou funkciou x1 + x2 + x3(=
1
v
), ktorú máme minimalizovat’ a na (4.4)




máme maximalizovat’. Pochopitel’ne budeme riešit’ len jednu z týchto úloh a to tú
s obmedzeniami (4.4). Postupom poṕısaným v predchádzajúcej kapitole (simple-
xová metóda) nájdeme riešenie.
y0 y1 y2 y3 y4 y5 y6
0 2 1 3 1 0 0 1
0 3 2 1 0 1 0 1
0 1 3 2 0 0 1 1
1 -1 -1 -1 0 0 0 0
0 0 -1⁄3 7⁄3 1 -2⁄3 0 1⁄3
0 1 2⁄3 1⁄3 0 1⁄3 0 1⁄3
0 0 7⁄3 5⁄3 0 -1⁄3 1 2⁄3
1 0 -1⁄3 -2⁄3 0 1⁄3 0 1⁄3
0 0 -1⁄7 1 3⁄7 -2⁄7 0 1⁄7
0 1 5⁄7 0 -1⁄7 3⁄7 0 2⁄7
0 0 18⁄7 0 -5⁄7 1⁄7 1 3⁄7
1 0 -3⁄7 0 2⁄7 1⁄7 0 3⁄7
0 0 0 1 7⁄18 -5⁄18 1⁄18 1⁄6
0 1 0 0 1⁄18 7⁄18 -5⁄18 1⁄6
0 0 1 0 -5⁄18 1⁄18 7⁄18 1⁄6























Ked’že už vieme, že všetky zložky rovnovážnych stratégíı sú nenulové, môžeme
použit’ metódu indiferentnosti medzi rýdzymi stratégiami a pozriet’ sa, či dospe-
jeme k rovnakému výsledku. Vychádzame z pôvodnej matice. Máme
(1) − q2 + q3 = q1 − q3
(2) − q2 + q3 = −q1 + q2
(1) + (2) 3q2 = 3q3 ⇒ q2 = q3
Dosad́ıme do (1):
q1 = q3
q1 = q2 = q3 a zároveň q1 + q2 + q3 = 1⇒ q1 = q2 = q3 = 13 . Rovnakým postupom




Kameň, papier, nožnice a vedro
Jednou z modifikácíı je pridanie vedra. Kameň aj nožnice doňho spadnú, ale
papier ho obaĺı. Matica tejto hry vyzerá nasledovne






0 −1 1 −1
1 0 −1 1
−1 1 0 −1
1 −1 1 0

U oboch hráčov je stratégia kameň dominovaná stratégiou vedro, vyškrtnut́ım
prvého riadku a prvého st́lpca dostaneme rovnakú maticu ako v predošlom pŕıpade.
Bez nutnosti čokol’vek poč́ıtat’ môžeme hned’ ṕısat’ rovnovážne stratégie













Kameň, papier, nožnice, jašter, Spock
Túto verziu vymysleli Sam Kass a Karen Bryla. Pridańım dvoch nových symbo-
lov sa znižuje šanca na remı́zu. Na výpočet optimálnej stratégie opät’ použijeme
simplexovú metódu. Matica hry je tvaru:







0 −1 1 1 −1
1 0 −1 −1 1
−1 1 0 1 −1
−1 1 −1 0 1
1 −1 1 −1 0

Pripoč́ıtame 2 ku každému prvku matice.







2 1 3 3 1
3 2 1 1 3
1 3 2 3 1
1 3 1 2 3
3 1 3 1 2

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Dopracujeme sa k nasledujúcej sústave:
2y1 + 1y2 + 3y3 + 3y4 + 1y5 ≤ 1
3y1 + 2y2 + 1y3 + 1y4 + 3y5 ≤ 1
1y1 + 3y2 + 2y3 + 3y4 + 1y5 ≤ 1
1y1 + 3y2 + 1y3 + 2y4 + 3y5 ≤ 1
3y1 + 1y2 + 3y3 + 1y4 + 2y5 ≤ 1
(4.5)




y0 y1 y2 y3 y4 y5 y6 y7 y8 y9 y5
0 2 1 3 3 1 1 0 0 0 0 1
0 3 2 1 1 3 0 1 0 0 0 1
0 1 3 2 3 1 0 0 1 0 0 1
0 1 3 1 2 3 0 0 0 1 0 1
0 3 1 3 1 2 0 0 0 0 1 1
1 -1 -1 -1 -1 -1 0 0 0 0 0 0
0 0 −1⁄3 7⁄3 7⁄3 -1 1 -2⁄3 0 0 0 1⁄3
0 1 2⁄3 1⁄3 1⁄3 1 0 1⁄3 0 0 0 1⁄3
0 0 7⁄3 5⁄3 8⁄3 0 0 -1⁄3 1 0 0 2⁄3
0 0 7⁄3 2⁄3 5⁄3 2 0 -1⁄3 0 1 0 2⁄3
0 0 -1 2 0 -1 0 -1 0 0 1 0





0 0 0 0 1 0 31⁄50 11⁄50 -9⁄50 1⁄50 -29⁄50 1⁄10
0 1 0 0 0 0 1⁄50 31⁄50 11⁄50 -29⁄50 -9⁄50 1⁄10
0 0 1 0 0 0 -29⁄50 1⁄50 31⁄50 -9⁄50 11⁄50 1⁄10
0 0 0 0 0 1 11⁄50 -9⁄50 -29⁄50 31⁄50 1⁄50 1⁄10
0 0 0 1 0 0 -9⁄50 -29⁄50 1⁄50 11⁄50 31⁄50 1⁄10
1 0 0 0 0 0 1⁄10 1⁄10 1⁄10 1⁄10 1⁄10 1⁄2
Podobne ako pri základnej verzii vyšli zmiešané stratégie pre oboch hráčov




















), čo sa dá interpretovat’ tak, že
v pŕıpade jednej hry sa môže hráč rozhodnút’ úplne náhodne a pri viacnásobnom
opakovańı je optimálne volit’ každú z rýdzych stratégíı približne rovnako často.
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5. Kto je John Nash?
Životopis je prebraný z Wikipedie:
John Nash sa narodil v malom mestečku v oblasti Appalačských vrchov v Spo-
jených štátoch amerických. Jeho otec, John Nash starš́ı, bol elektrotechnickým
inžinierom a matka, Virginia Martin, vyučovala jazyky. Už ako diet’a prejavoval
vel’ký záujem o rôzne vedecké pokusy. Vel’a času strávil č́ıtańım a experimento-
vańım zavretý vo svojej izbe, z ktorej si urobil provizórne laboratórium. Zatial’̌co
jeho sestra Martha bola úplne obyčajným diet’at’om, Johnny sa už v detstve od
iných odlǐsoval. Na MIT (Massachusettský technologický inštitút) sa spoznal s
Aliciou Lopez-Harrison de Lardé, študentkou matematiky pochádzajúcou zo Sal-
vadora. V roku 1957 sa s ňou oženil a od dva roky neskôr, v roku 1959, sa im
narodil syn John Charles Martin. Stal sa tiež matematikom, ale rovnako ako jeho
otec trpel paranoidnou schizofréniou. Alicia sa s ńım v roku 1963 rozviedla, ale
v roku 1970 sa k nemu vrátila. Podl’a Nashovho životopisu od autorky Sylvie
Nasar, John a Alicia spolu žili ako
”
dvaja vzdialene pŕıbuzńı jedinci pod jednou
strechou“. Potom ako John źıskal Nobelovu cenu, obnovili svoj vzt’ah a 1. júna
2001 sa znovu stali manželmi.
V roku 1958 John Nash začal prejavovat’ prvé známky rozv́ıjajúcej sa duševnej
poruchy. Začal byt’ paranoidný a počas pobytu v nemocnici v roku 1959 bola je-
ho diagnóza určená ako paranoidná schizofrénia. Po absolvovańı problematického
pobytu v Paŕıži a Ženeve sa Nash vrátil v roku 1960 do Princetonu. Až do ro-
ku 1970 striedavo pobýval v rôznych psychiatrických nemocniciach a podstúpil
rozličné formy terapie. Niektoré druhy liečby pravdepodobne neboli vhodne zvo-
lené a prispeli k zhoršovaniu jeho stavu. Lekári totiž podcenili kl’́učový význam
práce a komunity pri prekonávańı duševnej poruchy. V pŕıpade Johna Nasha
sa ako najúčinneǰśı krok k zlepšeniu jeho stavu jav́ı administrat́ıvne rozhodnu-
tie princetonskej fakulty matematiky a výpočtového centra, ktorým Nashovi v
tomto t’ažkom obdob́ı povolili využ́ıvat’ prostriedky univerzity pre svoj výskum.
V povedomı́ študentov sa tak John Nash stal
”
fantómom Fine Hall“ (Fine Hall
je matematické centrum v Princetone), záhadnou postavou, ktorá uprostred noci
čmára po tabuliach a oknách tajomné rovnice. V roku 1978 mu bola udelená cena
Johna von Neumanna za objav nekooperat́ıvnych rovnovážnych bodov, ktoré sú
dnes známe ako Nashove rovnovážne body. Vd’aka podpore manželky Alicie Nash
zotrval pri svojej práci aj v komunite, kde jeho výstrednosti zostali nepovšimnuté
a medzi inými záujmami rozvinul aj svoj záujem o výpočet presných hodnôt
vel’kých č́ısel. Tento výskum ho priviedol do princetonských výpočtových stred́ısk,
kde pre svoju prácu vyvinul poč́ıtačové programy vysokej úrovne. Zároveň bol tak
v užšom kontakte s l’udmi z Princetonu a od konca 80. rokov 20. storočia začal
akt́ıvne využ́ıvat’ elektronickú poštu na komunikáciu s ostatnými matematikmi.
Odborná verejnost’ tak dostala možnost’ zistit’, že nová práca legendárneho Johna
Nasha má význam a hodnotu. Táto skupina matematikov potom navrhla Johna
Nasha komisii Švédskej národnej banky, ktorá udel’uje Nobelou cenu, ako kan-
didáta v oblasti ekonómie. V roku 1994 mu bola spolu s Johnom Harsanyim a
Reinhardom Seltenom udelená. 90. roky 20. storočia znamenali návrat génia -
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Obr. 5.1: John Nash
Nashovi sa podarilo zvládnut’ prejavy jeho duševnej choroby. Stále dúfa, že sa mu




V prvej časti práce boli vysvetlené niektoré základné pojmy teórie hier. V dru-
hej, teoretickej časti sme dokázali hlavné tvrdenie teórie hier, tzv Nashovu ve-
tu a rovnako sme dokázali Brouwerovu vetu o pevnom bode pomocou hry Hex.
Samotnému hl’adaniu rovnovážnych bodov a stratégíı sme sa venovali v tretej
kapitole, pričom najpodrobneǰsie sme objasnili simplexovú metódu na hl’adanie
optimálych stratégíı v antagonostických konfliktoch. Na záver sme aplikovali po-
znatky z predošlých čast́ı na hru kameň, papier, nožnice a našli sme v nej rov-
novážne stratégie. Hoci je teória hier vel’mi zauj́ımavá, rozsah práce mi nedovolil
venovat’ sa niektorým veciam podrobneǰsie a väčšine som sa nemohol venovat’
vôbec. Nemenej zauj́ımavé sú kooperat́ıvne hry, pri ktorých hráči spolupracujú,
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[2] Nasar, Sylvia, Kuhn, Harold W. The essential John Nash. Princeton Uni-
versity Press, 2002.
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